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EINLEITUNG 
Vorgegeben seien die Zahlen 1, 2,..., n im Kreis angeordnet, d.h. ein “n- 
Kreis.” Beginnen wir nun bei 1 zu zahlen streichen, die k-te, 2k-te, 3k-te 
Zahl usw. und setzen diesen Zahl- und Streichprozeb bis zur Streichung der 
letzten Zahl fort, wobei gestrichene Zahlen bei der weiteren Zahlung nicht 
mehr beriicksichtigt werden, so stellt sich u.a. die Frage, welche Zahl I 
zuletzt zu streichen ist. Diese entspricht dem Kind, das bei n Kindern 
anhand eines k-silbigen Abzahlreims fur die Hauptrolle des nachsten Spiels 
ausgezlhlt wird. 
2, 5. 
9 7. 2 1. 
-8 4. 3 - 
7 8. A 2. 
b 3. 8 6. 
k=2,n=9 2 1001,1=3 2 11 
Diese Frage ist fiir k = 1 trivial, fiir k = 2 liegt der Schlussel zu ihrer 
Beantwortung in der Dualdarstellung der Zahl n, die-bekanntel- 
Antwort lautet: 
’ Siehe etwa [2]. 
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Stellt man die erste Ziffer 1 in der Dualdarstellung von n an die 
letzte Stelle, so erhalt man die Dualdarstellung der zuletzt zu 
streichenden Zahl I: 
12 a,‘..u,l; n 2 la, “‘ai; UjE (0, 1). 
Diese zunachst verbhiffende Antwort folgt leicht aus der-durch vollstln- 
dige Induktion zu verifizierenden-Tatsache, da13 I= 1 genau fiir die 
Zweierpotenzen n = 2’ gilt. Man konnte nun vermuten, daf3 fur k = 3 die 
Darstellung von n im 3-adischen System analoge Dienste leistet. Dies trifft 
jedoch nur dann zu, wenn im Dreierrhythmus jeweils zwei Zahlen 
gestrichen werden, etwa die 2-te und 3-te, sodann die 5-te und 6-te usw. 
Dann gilt I= 1 genau fiir n = t. 3’; t E { 1, 2}, allgemeiner la& sich n 
eindeutig in der Form 
schreiben, und 1 ist die Zahl, mit der die Zahlung nach 2d Streichungen 
weitergeht, d.h. 
1=1+3d. 
Die Berechnung von 1, besser von 2. I = 3(2d) + 2, kann nun wieder anhand 
der 3-adischen Darstellung von n durchgefiihrt werden, die entsprechende 
Regel ist jedoch nicht mehr so einfach und schiin wie im Fall k = 2. 
Der Grund dafiir, da13 im Fall k = 2 bzw. im eben betrachteten Fall die 
Dual- bzw. 3- adische Darstellung von n das geeignete Hilfsmittel ist, liegt 
darin, da0 die Zahl, deren Darstellung durch Streichung der letzten Ziffer 
in der Dual-bzw. 3-adischen Darstellung von n erhalten wird, als Anzahl 
der nach einer “Streichungsrunde” verbleibenden Zahlen aufgefal3t werden 
kann. Werden nun allgemeiner nach einem sich stets wiederholenden 
Muster jeweils s < k von k Zahlen gestrichen, so bleiben nach einer 
“Sreichungsrunde” etwa ((k - s)/k)n Zahlen iibrig, d.h. durch Streichung 
der letzten Ziffer einer “(k/(k - s))-Darstellung” von n: 
erhielte man die entsprechende Darstellung fur die Anzahl der verbleiben- 
den Zahlen. 
Solche Darstellungen natiirlicher Zahlen mit gebrochenen Basen (und 
Koeffizienten aus einem vollstandigen Restsystem modulo k) existieren nun 
wirklich stets-diese such fur sich interessierenden Entwicklungen werden 
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in Sektion 1 betrachtet’-und sie stellen in der Tat das geeignete Hilfsmit- 
tel zur Behandlung des obigen Abztihlproblems dar (Sekt. 2). 
1. ( r/s)-ENTWICKLUNGEN NAT~~RLICHER ZAHLEN 
SATZ 1. Sind r, s natiirliche Zahlen mit r > s, so besitzt jede natiirliche 
Zahlen eine “r/s-Entwicklung”: 
n=a~(~~+a~-,(~~p’+ ... +a,S+Uu;a;E{O, I,...,r-lj, (1) 
die genau fiir teilecfremde r, s eindeutig ist. 
Beweis. Existenz: Mit den durch 
n,=n 
n,-ai( nj+, =f (ni - a,) 
rekursiv erklgrten Zahlen rzie N,, aiE {0, i,..., r - 1 ] gilt 
ni=a,+in,+,, 
s 
0 
7 
ni=a,+aj+, :+a,+? r 
s 
+ ... +ai+, (isji+nril+, (:)“I: ie N,. 
(2’) 
(2) 
(3’) 
(3) 
‘In der Literatur finden sich einige Arbeiten-[1, 3]--, die Zahlentwicklungen mit 
gebrochenen Basen zum Gegenstand haben. Urn den Zusammenhand dieser Entwicklungen 
mit den hier betrachteten zu erllutern, gehen wir etwa von der Dezimaldarstellung einer 
natiirlichen Zahl n aus. Diese kiinnen wir auf zwei Weisen erhalten, einmal durch 
“Entwicklung van vorn”, d.h. durch successives Abspalten jeweils gr(if3tmi5glicher Zehner- 
potenzen, zum andern durch “Entwicklung von hinten,” d.h. iiber Kongruenzbetrachtungen 
module 10. 
Beispirl. n=641. n=nu=l(lO), n,=$(n,-1)=4(10), n2=&n,-4)~6(10). Beide 
Methoden fiihren zur gleichen Entwicklung. ebenso verhBlt es sich such bei den g-adischen 
Darstellungen mit ganzzahliger Basis g > I. 
Beide Methoden liefern such bei gebrochener Basis r/s > 1 gewisse Entwicklungen, die aller- 
dings im allgemeinen nicht mehr iibcrcinstimmen, sondern im Gegenteil recht verschiedene 
Eigenschaften besltzen. msbesondere rind die “Entwicklungen von hinten.” die wir hier zu 
betrachten haben. fir natiirliche Zahlcn )I stets endlich. was fiir die “Entwicklungen von 
vorn.” die von Kober [3] sowie Eggan und Vanden Eynden [I] untersucht wurden, nicht 
Lutrifft. 
PROBLEM DER ABZAHLREIME UND ZAHLENTWICKLUNGEN 195 
Wegen r > s murj die Folge der ni aus Betragsgriinden mit einem nk + 1 = 0 
abbrechen. Das liefert 
I+ 
r  k-i 
nj=aj+aj+, “-+ak- ; 
0 
O<jdk 
s s 
und insbesondere fur j = 0 eine Darstellung von n = n, der verlangten Art, 
Eindeutigkeit: Aus (1) erhllt man-nach Multiplikation mit Sk-fur 
successive Kongruenzbedingungen modulo r, durch welche diese 
2CfLienten ajE (0, l,..., r - 1 } im teilerfremden Fall (r, s) = 1 eindeutig 
bestimmt sind. Gilt andererseits (r, s) = d> 1, r = dr’, s = ds’, so besitzt z.B. 
die natiirliche Zahl (r - 1) neben der (r/s)-Entwicklung: r - 1 = a, such 
eine-offensichtlich von dieser verschiedene-(r//s’)-Entwicklung, die eben- 
falls eine (r/s)-Entwicklung ist. 1 
Wir beschrinken uns im weiteren auf den teilerfremden Fall (r, s) = 1 
und driicken die Tatsache, da13 n die--eindeutige-(r/s)-Entwicklung (1) 
besitzt, durch 
4s 
n - akak-,“‘a0 
aus, wobei wir den Hinweis auf die Basis r/s, wenn keine Verwechslungen 
zu befiirchten sind, gelegentlich weglassen. 
BEISPIEL. r=3,s=2,n=ll 
Die rechte Seite von (1) stellt bei beliebiger Wahl der Koeffizienten 
aj E (0, l,..., r - 1 } keineswegs immer eine ganze Zahl dar, im allgemeinen 
ist die dargestellte Zahl ein nicht-negativer Bruch, dessen Nenner eine 
Potenz von s ist 
r/S m 
ak”‘ao N 7; 
mENor (m,s)= 1, t<k. 
MliZhJZ-6 
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Der Frage, welche dieser Briiche m/s’ eine-eindeutige-endliche’ (r/s )- 
Entwicklung besitzen, wollen wir hier nicht weiter nachgehen, interessanter 
ist fur uns die Frage, welche (r/s)-Entwicklungen 
ak . . a0 
ganze Zahlen darstellen. Hierzu eine Vorbemerkung: Durch (2) sind die 
“Zwischenzahlen” nj einer (r/s)-Entwicklung erkllrt, wenn diese eine ganze 
Zahl n = n, darstellt. Anhand von 
r k-1 
nj=ak - 
0 
+ "' +Uj+l Odjdk (4) s 
lassen sie sich allgemein fur beliebige (r/s)-Entwicklungen erkllren.4 
Zusammen mit (1)-a = n, ist jetzt die dargestellte, eventuell gebrochene 
rationale Zahl&erhalt man fur diese Zwischenzahlen die weitere 
Darstellung 
n~=(nO-aO)(~~-a, (tr-‘- ... -a,Pl(:); j=1,2,...,k. (4’) 
SATZ 2. Die rechte Seite von (1) stellt genau dam eine ganze Zahl dar: 
r/s 
ak.. a0 - n=n,ENo, 
wenn die Koeffizienten a, bzw. die Zwischenzahlen nj eine der beiden- 
iiquivalenten-“Ganzheitsbedingungen”: 
ni=ai+aj+, 
k-i 
= O(s); j= 1, 2,..., k (5) 
3 Ebenso wie fur nattirliche Zahlen erhalt man im teilerfremden Fall (r, s) = I such fur 
gebrochene Zahlen m/s’ die Eindeutigkeit der (r/s)-Entwicklung. Nicht alle solche Briiche 
besitzen eine endliche (r/s)-Entwicklung, so besitzt z.B. l/s-aus Betragsgriinden-keine 
solche Entwicklung. Es ist nicht sehr schwer, die Menge aller Briiche mit endlicher (r/s)- 
Entwicklung explizit zu berechnen. Verlangt man nicht den Abbruch der Entwicklung, so 
erhllt man nach der Konstruktion im Beweis zu Satz 1, indem man fiir die rr,; j= 0, l,... “fur r 
ganze Zahlen”: p/q; (p. q) = (r, q) = 1 zullt3t. zu jeder fur r ganzen Zahl n, eine eventuell 
unendliche Entwicklung, die fiir primes r nichts anderes ist als die Darstellung dieser Zahl im 
r-adischen Zahlkorper anhand des Restsystems modulo r { 0, l,..., r - I } und des Primelements 
p = r/s. Diese Entwicklungen, die gegen “ihre Zahl” n,, nur beziiglich der r-adischen Bewertung 
konvergieren, interesssieren in diesem Zusammenhang nicht. 
4 Dies entspricht der Erkllirung iiber die Kongruenzen (2), wenn man bei diesen fur r game 
Zahlen zuliiBt. Wir wollen hier aber nur Kongruenzen zwischen ganzen Zahlen betrachten. 
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oder 
ui~nj=(no-~o)(~T-~l(~)i~l- . . . -ajel(+,; j=1,2,...,? 
erfiillen. 
Beweis. Stellt die Entwicklung des Satzes eine ganze Zahl n = n, dar, so 
sind die nj; j= O,..., k nach (2) ganzzahlig, nach (3’) somit die n,; 
j= 1, 2,..., k sogar durch s teilbar. Damit folgt (5) aus (4), und (6) aus (2) 
und (4’). 
Umgekehrt folgt die Ganzzahligkeit von 
n = no = a, + (r/s)n, 
aus (5) fur i = 1 bzw. aus der ersten Kongruenz a, = n,(r) von (6). m 
Bemerkung. Die Ganzheitsbedingungen (6) liefern successiv fur 
a,, a, ,..‘, d.h. “von hinten,” Kongruenzen modulo r, durch welche die aj 
eindeutig bestimmt sind. Dies entspricht der im Beweis zu Satz 1 
durchgefiihrten “Konstruktion von hinten” der (r/s)-Entwicklung einer 
ganzen Zahl n = no. Diese (r/s)-Entwicklung “von vorn” zu konstruieren, 
d.h. die Koeffizienten in der Reihenfolge ak, uk _ 1 ,... zu berechnen, ist mir 
nicht gelungen und wahrscheinlich such nicht moglich. 
Die Ganzheitsbedingungen (5) liefern successiv fur uk, uk ~ 1 ,... 
Kongruenzen modulo s, genauer bestimmen jeweils die vorausgegangenen 
Koeffrzienten uk, uk ~ , ,..., uj + 1 den Koeffizienten aj modulo s, wenn die 
Entwicklung eine ganze Zahl darstellen ~011, insbesondere mu13 der erste 
Koeflizient ak stets durch s teilbar sein, wtihrend der letzte a, keiner 
Einschrankung unterliegt. Wegen s < r sind die Koefftzienten durch die 
Kongruenzen modulo s nicht eindeutig festgelegt, die Kongruenz- 
bedingungen (5) liefern gewissermaflen ein Verfahren zur Konstruktion 
samtlicher ganze Zahlen darstellender (r/s)-Entwicklungen von vorn. 
Betrachtet man die Gesamtheit der rationalen Zahlen, die eine-ein- 
deutige-(r/s)-Entwicklung besitzen, so stimmt fur s > 1 die natiirliche 
Anordnung dieser Zahlen nicht iiberein mit der durch die Entwicklungen 
gegebenen lexikographischen Anordnung. So gilt 
i<r-1; (r, s) = 1, s> 1, 
s 
aber 
I!2 lO,r-1 2 a,; a,=r- 1, 
s 
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die kleinere Zahl besitzt also die lexikographisch grijI3ere Entwicklung. Es 
gilt aber der 
SATZ 3. Die durch eindeutige (r/s)-Entwicklungen gegebenen 
lexikographischen Anordnungen stimmen fiir ganze Zahlen mit der 
natiirlichen Anordnung iiberein. 
Beweis. Wir fiihren die Existenz zweier ganzer Zahlen m, n E N, : 
4s m = m, w ak.. . a,, n = n, 2 b;..b,; akr b,#O 
mit m > n, jedoch m “(r/s)-1exikographisch” kleiner als n4.h.u.a. 
k < t-zum Widerspruch. 
Offensichtlich kann sich der lexikographische Unterschied dieser beiden 
Zahlen nicht erst in den letzten beiden Koeffizienten a,,, b0 zeigen, fiir die 
Zwischenzahlen m,, n, E N,: 
r/s r/s 
ml N ak”-al, nl - b;..b, 
gilt also ebenfalls: m, ist (r/s)-lexikographisch kleiner als n, , wegen-(2k 
172, =T (m,-a,), 
r 
n, =s (n, - 6,); 
r 
a,, b,,E {0, l,..., r- l} 
ml f (m, - r), n, <zn, 
r 
hat man andererseits 
s S 
m,>-m,-ss-n,---an,-s 
r r 
m,>n,-s. 
Da es sich urn Entwicklungen ganzer Zahlen handelt, gilt nach (5) 
m, s n, = O(s), 
das liefert 
m, Bn,. 
Da schlief3lich die (r/s)-Entwicklungen von m, und n, verschieden sind, 
folgt aus der Eindeutigkeit dieser Entwicklungen m, #n,, somit 
m, >n,. 
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Treffen obige Annahmen, die wir zum Widerspruch fiihren wollen, also fur 
m = m, und n = n, zu, so such fur die Zwischenzahlen m, und n,, 
entsprechend ebenfalls fur die weiteren Zwischenzahlpaare { m2, n,}, 
{m,, n,},..., insbesondere such fur das Paar 
nk 2 b;..b,; t a k, 
mk > nk steht aber im Widerspruch dazu, da13 die einstelligen (r/s)- 
Entwicklungen gerade die r kleinsten ganzen darstellbaren Zahlen 
0, l,..., r - 1 darstellen, wobei die lexikographische Anordnung offen- 
sichtlich mit der natiirlichen iibereinstimmt. 1 
Die Koeffrzienten aj unserer (r/s)-Entwicklungen haben wir bislang aus 
dem Restsystem modulo r 
(0, l,..., r - l} 
gewahlt. Man kann such andere vollstandige Restsysteme modulo r 
zugrundelegen, die Formeln bleiben davon unberiihrt. Die Wahl dieses 
Restsystems spielt aber eine entscheidene Rolle bei der Frage, welche 
Zahlen eine endliche (r/s)-Entwicklung besitzen. Betrachten wir als Beispiel 
die $-Entwicklung mit dem Restsystem modulo 3 
die wir in der nachsten Sektion benotigen. 
Jede natiirliche Zahl n 2 2 besitzt’ eine eindeutige solche Entwicklung, 
die allerdings, nicht abbricht, sondern periodisch mit der Periode - 1 wird: 
2#n- ... -le.. - lak_,...a,=-la,~,...a,; ak-l # -1. 
Man erhllt sie nach der Konstruktion im Beweis zu Satz 1. Die Zah12 
besitzt die rein-periodische Entwicklung 
2 -... -I... -l=-:, 
Diese unendlichen Entwicklungen, die gegen “ihre Zahl” n nur beziiglich 
der 3-adischen Bewertung konvergieren, konnen wir zu endlichen 
Entwicklungen umformen, indem wit den Anfangskoeffizienten 2 zulassen. 
Dann haben wir 
N3n- 
1 
Z-l... -1; n = 2, 
2-l.** -lake, . ..a., uk-, # -1; n > 2, 
‘n = 1 besitzt die Entwicklung 1 - 1. 
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wobei die Anzahl der ( - 1 )-sen nach der 2 beliebig gewahlt werden kann. 
such gleich Null. Mit letzterer Wahl erhalten wir die kiirzesten-als solche 
wieder eindeutigen-Entwicklungen 
N3n- 
i 
2; n=2 
2a,_,...a,; ’ n>2 
a,e (0, 1. - I j, ak , = 1,’ (7) 
fur die alles in Sektion 1 Gesagte ebenfalls zutrifft, insbesondere gelten such 
fur diese Entwicklung die Satze I-3-nur der Beweis zu Satz 3 ist un- 
wesentlich zu modifizieren. 
Lal3t man fur die Koeffizienten einer (r/s)-Entwicklung mehr Zahlen als 
die eines vollsttindigen Restsystems modulo Y zu, so geht natiirlich die Ein- 
deutigkeit der Entwicklung verloren. Solche Entwicklungen, mit denen wir 
es in Sektion 2 zu tun haben werden, wollen wir “nicht-regular” nennen. 
2. DAS PROBLEM DER ABZ~HLREIME 
Wir wenden uns nun dem zu Beginn der Einleitung beschriebenen 
Abzahlproblem zu. Liegt ein n-Kreis vor, beginnt die Zahlung bei der Zahl 
p und sol1 die bei dieser Zahlung k-te, 2k-te Zahl usw., d.h. die Zahlen 
(p - 1) + k, (p - 1 ) + 2k,..., gestrichen werden, so bezeichnen wir dies als 
die “Situation” S,(n, p), und die Zahl, die ausgehend von dieser Situation 
zuletzt gestrichen wird, mit I(S,(n, p)). Eine solche Situation nennen wir 
“normal,” wenn 
-(k-2)6pd 1, nak> 1 (8) 
gilt.’ Wir gehen nun von einer Normalsituation S,Jn, p) aus und fiihren die 
Streichungen solange durch wie dies miiglich ist, ohne die 1, oder falls 
diesedann als erste Zahl-bereits gestrichen wurde,* die 2, erneut zu 
zahlen bzw. zu streichen. Dies bezeichnen wir als eine “Streichungsrunde”. 
Nach einer solchen Streichungsrunde benennen wir die iibriggebliebenen n’ 
Zahlen so urn, dab ein n’-Kreis entsteht, wobei die neue 1 die 
urspriingliche 1 sein ~011, falls diese nicht gestrichen wurde, ansonsten die 
urspriingliche 2, die dann wegen k > 1 nicht gestrichen wurde. 
60 - 1 folgt aus den Ganzheitsbedingungen (5), die such fur diese Entwicklung gehen. k-l- 
‘Den trivialen Fall k= I schlief3en wir aus. Fur n c k werden die Verhaltnisse uniiber- 
sichthch. 1st k nicht allzugroB. kann man hier leicht direkt auszahlen. Fiir n 2 k ersetzen wir 
die Zahlen n-j; ,j=O, l,..., k-2 hauftg durch die ihnen module n kongruenten Zahlen -,j: 
j=O, 1 ,.... k ~ 2. 
* Tatsachlich wird dieser Fall, da wir /(Sk(n, p)) = 1 voraussetzen werden, nicht auftreten, 
die 1 wird also unser “Fixnunkt” sein. 
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Nach einer Streichungsrunde und der nachfolgenden Umbenennung 
gelangen wir von unserer Normalsituation S,(n, p) zu einer Situation 
S,(n’, p’)der neue Zahlbeginn p’ ist die auf die zuletzt gestrichene Zahl 
folgende in der neuen Benennung-die fur n’ b k offenbar wieder eine Nor- 
malsituation ist. 
Besteht die Streichungsrunde, die von der Normalsituation SJn, p) zur 
Normalsituation S,(n’, p’) fiihrt, aus s Streichungen, so erhalten wir mit 
n=ks-a (9) 
einmal 
n’=n-s=(k- l)s-a, (9’) 
zum andern 
n + p’ = p + ks; -(k-2)<p, $6 1, 
woraus 
somit 
p’--=a, (10) 
[al <k- 1 (11) 
folgt. Die Hauptschwierigkeit unseres Abzlhlproblems besteht nun darin, 
eine Ubersicht iiber die “Zahlen q-ter Art” bzgl. k, die durch 
4&(% PII = P + 4(n); q=O, l,..., k-2 (12) 
charakterisiert sind,’ zu gewinnen. Hierzu gehen wir von einer Nor- 
malsituation Sk(n,, po) mit 
I(Sk(%l PO)) = 1 
aus. Durch successive Streichungsrunden erhalten wir eine Folge von Nor- 
malsituationen 
mit 
{S&c, pi)>; i = 0, 1) 2 )..., (13) 
l(Sk(nj~ Pi))= l; i=o, 1, 2 ).... (14) 
9 Diese Charakterisierung ist offenbar unabhlngig van der Wahl des Zlhlbeginns p. 
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1st g, die kleinste Zahl 0-ter Art bzgl. k, die 3k ist, so gelangen wir. 
ausgehend von Sk(n,, p,), nach (no - g,) Streichungen zu einer Situation 
S,(g,, p), fiir die nach (12) und (14) 
P = 4~,(g,~ PI) = U,tn,, pdi = 1 
gilt, somit ist 
s/Ago, 1) = &bj> P,) (15) 
eine Normalsituation der Folge (13). Mit dieser “Grundsituation” sol1 die 
Folge enden. 
Besteht die i-te Streichungsrunde aus sj Streichungen, so 
wir-analog (9), (9’), (IO)-mit 
ni=ksi+, -a,_!; i=o, 1 ,..., j- 1 
einmal 
ni+ I =n,--,+I =(k-l)si+,-a,-,; i=O, l,..., j- I 
zum andern 
P r+l-Pi=a,-,; i=O, l,..., j- 1. 
Aus (16), (16’) ergibt sich 
(k- l)n;=& tk- lb,+, +ai-,; i = 0, 1 ,..., j - 1. 
Das liefert mit 
k 
p== 
erhalten 
(16) 
(16’) 
(17) 
(18) 
(19’) 
(k-l)n,=(k-l)nipi-‘+a,p’-‘~‘+ ... +aj-rp,p+a,-i; 
i=O, l,..., j-l. (19) 
Setzen wir hier die-kanonische-(k/(k - I))-Entwicklung von (k - 1 )n, = 
(k - 1 ko 
(k-l)g,,=b,p’+6,p’p’+ ... +br_,p+h,; b;e (0, l,..., k- 1) (20) 
ein, so erhalten wir 
(k- l)n,=b,p’+‘-’ + “’ +b,pJ-‘+alpJ-e’p’+ ... +a, r~+,p+a,p,, 
i=o, l,...) j- 1. (21) 
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Aus (14) folgt, da pi = -(k - 2); in (0, l,..., j> zur vorzeitigen Streichung 
der 1 fiihrte, (18) verscharfend, 
-(k-3)<P,< 1, i = 0, l)..., j, (22) 
mit (17) also, (11) verscharfend, 
lail d k - 2; i = 1, 2 ,..., j. (23) 
Durch (21) sind-fur k > 3 nicht-regulare-(k/(k - 1 ))-Entwicklungen der 
Zahlen (k- l)n,, i=O, l,..., j- 1, 
(k- l)n, L b,+,a,~~-~; O<b,<k- 1, IcI,( dk-2 (24) 
gegeben. ‘O Wir nennen 
j-i 
qi-;= 1 a, (25) 
r=1 
die-reduzierte-“Quersumme” der Entwicklung (24). Nach (15) gilt 
pi= 1, somit nach (25) und (17) 
q,-j’l -pi; i = 0, 1 ,..., j, (26) 
also mit (22) 
Ofq,_;<k-2; i = 0, 1 ,..., j. (27) 
Wir haben gezeigt: 1st S,(n,, po) eine Normalsituation mit 
f(S,(n,, p,)) = 1, so besitzt (k - l)n, eine Entwicklung (24), die den Quer- 
summenbeschrankungen (27) geniigt. Die Rechnungen sind aber such 
umkehrbar, d.h. besitzt (k - l)n, eine (27) geniigende Entwicklung (24), so 
erhalten wir, ausgehend von der Normalsituation 
uno9 PO); PO= l--c& 
durch successive Streichungsrunden die Folge von Normalsituationen 
{ Sk(ni, Pi)}; i = 0, L.., j ,  
wobei sich die n, nach (24) und die pi nach (26) berechnen, insbesondere 
gilt 
S!Jfi,l Pj) = s/cc go, 11, 
somit 
QS,(no, PO)) = l(SAgo, 1)) = 1. 
lo Fiir k = 3 handelt es sich urn die am Ende des Sektion 1 behandelte regulHre j- 
Entwicklung. 
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Das liefert den 
HILFSSATZ 1. (a) Genuu dann existiert IU n E N eine Normalsituation 
S,(n, p) mit l(S,(n, p)) = 1, wenn (k - 1 )n eine (27) geniigende Entwicklung 
(24) 
(k- 1)n L bO”.b,a, .“a,; /ai1 6 k - 2,0 <q, <k - 2 
besitzt. 
(b) Erftilft n die Bedingung unter (a), so gilt f(S,(n, p))= 1 genau fiir 
die Normalsituation mit p = 1 -4,. 
HILFSSATZ 2. (a) Eine natiirliche Zahl n ist genau dann eine Zahl q-ter 
Art bzgl. k, wenn S,(n, 1 -4) eine Normalsituation mit l(S,(n, 1 -4)) = 1 
ist. 
(b) Ist nE N eine Zahl q-ter Art bzgl. k und gilt-nach (a) und 
Hilfssatz lp 
(k- 1)n !: b,...b,a, “‘a,, 
so ist 
q=q,= t, a,. 
r=l 
Beweis. Setzen wir in (12) p = 1 - q(n)9, so sehen wir, daf.3 die Zahlen 
q-ter Art bzgl. k durch 
4Sk(n, 1 - 4)) = 1, O<qdk-2 
charakterisiert sind. Mit (22) folgt daher (a). Die Aussage (b) folgt nach 
Hilfssatz 1 (b). 1 
HILFSSATZ 3. Durch die Ganzheitsbedingungen (5)” und 
IjJ<k-2;iEN,0<qi= i f,<k-2; jcN 
i=l 
ist eine unendliche (k/(k - 1 ))-Entwicklung 
bO. . . b,f,fi....f,.'.> 
die “Fundamentalentwicklung” bzgl. k, bestimmt. 
I’ Die Ganzheitsbedingungen (5) stellen genau sicher, daO jeder endliche Abschnitt der 
Entwicklung eine durch (k - 1) teilbare game Zahl darstellt. 
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Beweis. Der erste Abschnitt b,, ... 6, der Entwicklung ist durch (20) 
festgelegt, zu ihm gehort die-reduzierte-Quersumme q,, = 0. Durch einen 
Abschnitt 
b, . . . b,fl....f-,; jcN 
ist einmal die Quersumme q,- ,-mit 0 Q q,- 1 <k - 2-zum andern 
anhand der Ganzheitsbedingungen (5) der Koeflizient fi modulo (k - 1) 
bestimmt, der 
O<q,=q,_, +f;<k-2, If,1 <k-2; O<qj-ldk-2 
erfiillen mug. Fur f, = O(k - 1) kommt wegen If,1 d k - 2 nur fj= 0 in 
Frage, was such die Quersummenbedingung erfiillt. Fur f, =f f O(k - 1) 
kommen nach Ifi d k - 2 jeweils zwei Werte 
.t;={;+(k-l)’ -(k-2)<f< -1 
in Betracht, von denen jeweils genau einer die Quersummenbedingung 
erfullt. 1 
Die Entwicklungen (24) bestehen nun offensichtlich genau aus den 
endlichen Abschnitten 
b,... b,f, . ..fl. iE No 
der Fundamentalentwicklung. 
Damit erhalten wir aus den Hilfssatzen den 
SATZ 4. Die endlichen Abschnitte der Fundamentalentwicklung liefern 
anhand 
(k- l)gi L b,-.b,f,-fi; jE No 
genau siimtliche Zahlen q-ter Art 38,. Dabei gilt: 
g.i von q,-ter Art; qj = i f,. 
i= 1 
Bemerkung. Die in Satz 4 angegebene Entwicklung von (k - 1) gj 
enthllt den gesamten “Bauplan” bzw. “Abbauplan” von gj. Ihre “Lange” j 
ist gleich der Anzahl der Streichungsrunden, die von der Normalsituation 
S,( g,, 1 - qj) zur Grundsituation S,( g,, 1) fiihren. 
Es bereitet keine Miihe, auf die im Beweis zu Hilfssatz 3 vorgezeichnete 
Weise einen Abschnitt der Fundamentalentwicklung herzustellen und sich 
so eine Tabelle von Zahlen q-ter Art zu verschaffen (siehe Anhang). 
206 KLAUS BLJRDE 
Bei Kenntnis der entsprechenden Zahlen q-ter Art ist es nicht mehr 
schwer, die eigentliche Frage unseres Abzahlproblems nach der zuletzt zu 
streichenden Zahl I = I(S,( n, 1)) zu beantworten. Nennen wir bei 
vorgegebener naturlicher Zahl rz 3 k > 1 die grijI3te Zahl dn, die in 
der-hinreichend langen--Tabelle der Zahlen q-ter Art bzgl. k auftritt, die 
zu 12 bzgl. k gehorige “Tabellenzahl” und bezeichnen wir diese mit ny, wenn 
sie von q-ter Art ist, so gilt der 
SATZ 5. Ist n > k > 1 eine natiirliche Zahl und ny die zu n bzgl. k 
gehiirige Tabellenzahl, so gilt 
I(S,(n, l))=k(n-n,)+q+ 1. 
Beweis. Bei der ersten Streichungsrunde fallt, nach s Streichungen, 
genau ein Ztihlbeginn p in das Interval1 [I- (k - l), Z], und da 
p = I- (k - 1) zur vorzeitigen Streichung von 1 fiihrte, gilt sogar 
1-(k-2)6pdl 
l=p+q; Odqdk-2. 
Das bedeutet aber, da0 n -s eine Zahl q-ter Art, und nach Konstruktion 
offenbar die zu n gehiirige Tabellenzahl ist 
n-s=nn, 
s=n-nn,. 
Mit 
folgt 
p = 1 + ks = 1 + k(n - nq) 
I=p+q=k(n-n,)+q+ 1. 1 
Bemerkung. Im Fall k = 2 hat man es nur mit Zahlen 0-ter Art zu tun, 
und diese sind, wie in der Einleitung erwihnt, genau die Zweierpotenzen. 
Die Fundamentalentwicklung lautet hier 
Satz 5 liefert in diesem Fall 
I= l(S,(n, 1)) = 2(n - no) + 1, 
wobei n, die grot3te in n enthaltene Zweierpotenz ist, somit das in der 
Einleitung angegebene Resultat 
12 a, . ..a.l; n 2 la,...aj, aiE (0, 11. 
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Eine entsprechende Formulierung von Satz 5 anhand der benutzten 
(k/(k - 1 ))-Entwicklung scheitert fur k > 2 an der untibersichtlicheren 
Form der Zahlen q-ter Art, und fur k > 3 zudem such daran, dab die Fun- 
damentalentwicklungen nicht-regular sind. 
ANHANG 
k=3, g,=4, 2g,=8-212.‘* 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
2 
1 
2 
0 
0 
1 
0 
-1 
1 
-1 
0 
1 
0 
-1 
1 
-1 
1 
-1 
0 
1 
0 
-1 
1 
-1 
0 
1 
-1 
4 0 25 1 103691 1 
6 0 26 -1 155536 0 
9 0 27 0 233304 0 
14 1 28 0 349956 0 
21 1 29 0 524934 0 
31 0 30 0 787401 0 
47 1 31 1 1181102 1 
70 0 32 0 1771653 1 
105 0 33 -1 2657479 0 
158 1 34 1 3986219 1 
237 1 35 -1 5979328 0 
355 0 36 0 8968992 0 
533 1 37 0 13453488 0 
799 0 38 0 20180232 0 
1199 1 39 0 30270348 0 
1798 0 40 0 45405522 0 
2697 0 41 0 68108283 0 
4046 1 42 1 102162425 1 
6069 1 43 -1 153243637 0 
9103 0 44 1 229865456 1 
13655 1 45 0 344798 184 1 
20482 0 46 0 517197276 1 
30723 0 47 0 775795914 1 
46085 1 48 0 1063693871 1 
69127 0 49 -1 1595540806 0 
I2 Die Liste fur k = 3 Iindet sich bereits in [S]. Sie wurde dort anhand gewisser Rekursions 
formeln aufgestellt. Unsere Herleitung iiber die Fundamentalentwicklung stellt eine Inter- 
pretation dieser Rekursionsformeln dar. Wie ich nachtrlglich erfahren habe, finden sich die 
entsprechenden Rekursionsformeln fur den allgemeinen Fall bereits bei H. Schubert [4]. 
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k=4, g,=5, 3g,=l5-3213. 
j .f; g/ qi j  .I; gJ 4, 
3 
2 
1 
0 3 
1 1 
2 -1 
3 0 
4 0 
5 2 
6 -1 
7 1 
8 0 
9 -1 
10 0 
11 1 
12 0 
13 -2 
14 1 
15 0 
16 -1 
17 2 
18 0 
19 -2 
20 1 
21 0 
22 1 
23 0 
24 0 
25 -2 
26 1 
27 -1 
5 0 
7 1 
9 0 
12 0 
16 0 
22 2 
29 1 
39 2 
52 2 
69 1 
92 1 
123 2 
164 2 
218 0 
291 1 
388 1 
517 0 
690 2 
920 2 
1226 0 
1635 1 
2180 1 
2907 2 
3876 2 
5168 2 
6890 0 
9187 1 
12249 0 
30 0 16332 0 
31 0 21776 0 
32 1 29035 1 
33 -1 38713 0 
34 2 51618 2 
35 0 68824 2 
36 -1 91765 1 
37 -1 122353 0 
38 2 163138 2 
39 -1 217517 1 
40 1 290023 2 
41 -1 386697 1 
42 0 515596 1 
43 -1 687461 0 
44 1 916615 1 
45 -1 1222153 0 
46 2 1629538 2 
47 -1 2172717 1 
48 0 2896956 1 
49 0 3862608 1 
50 0 5150144 1 
51 1 6866859 2 
52 0 9155812 2 
53 -1 12207749 1 
54 1 16276999 2 
55 -1 21702665 1 
56 1 28936887 2 
57 0 38582516 2 
58 -2 51443354 0 
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